
F¶ormulas para la cola M/M/1

² ¸k = ¸; ¹k = ¹; 8k:

² La condici¶on de estabilidad (la ergodicidad) es que ½ =
¸
¹
< 1:

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema. N ,! Geom(½); ½ =
¸
¹

, L = E(N) =
½

1¡ ½
.

P (N = k) = (1¡ ½)½k.

Nq = n¶umero de clientes en la cola. P (Nq = k) =
½
p0 + p1; k = 0
pk; k > 0 . Lq = E(Nq) =

½2

1¡ ½
.

Nq 2 f0; 1; 2; ¢ ¢ ¢g. Lq = L¡ (1¡ p0).

N 0
q = tama~no de la cola si no est¶a vac¶³a. P (N 0

q = k) =
pk+1

½2 . L0q = E(N 0
q) =

1
1¡ ½

.

N 0
q 2 f1; 2; 3; ¢ ¢ ¢g:

Tq = tiempo en la cola. Wq(t) =
½

1¡ ½; t = 0
1¡ ½e¡¹(1¡½)t; t > 0 . Wq = E(Tq) =

½
¹(1¡ ½).

(Wq(t) es la fc. de distribuci¶on.)

wq(t) = ½(1¡ ½)e¡¹(1¡½)t.
(wq(t) es la fc. de densidad.)

T = tiempo en el sistema. T ,! exp(¹¡ ¸). W = E(T ) =
1

¹¡ ¸
.

W (t) = 1¡ e¡(¹¡¸)t.



Relaciones entre los par¶ametros de rendimiento

PAR¶AMETROS VALIDEZ DE LA RELACI¶ON

W = Wq +
1
¹

Se da siempre.

L = ¸W; Lq = ¸Wq Se da en sistemas erg¶odicos.

L = Lq + 1¡ p0 Se da en sistemas con un ¶unico servidor y servicio de uno en uno.

L = Lq +
¸
¹

Se da en sistemas erg¶odicos.

p0 = 1¡ ¸
¹

Se da en sistemas con un ¶unico servidor y servicio de uno en uno.

Wq =
L
¹

Se da solo en sistemas de colas M=M=1 y similares.



F¶ormulas para la cola M/M/S

² s es el n¶umero de servidores.

² ¸k = ¸; 8k, y ¹k =
½
k¹; k · s
s¹; k ¸ s . La condici¶on de estabilidad es ½ =

¸
s¹

< 1:

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema. pn =

8
><
>:

p0
Án

n!
; n · s¡ 1; Á =

¸
¹

p0½n
ss

s!
; n ¸ s; ½ =

¸
s¹

. L = E(N) = ¸W = Á+
Ás+1

s ¢ s!(1¡ ½)2p0.

p0 =
·
s¡1P
n=0

Án

n!
+

Ás

s!(1¡ ½)

¸¡1

.

Nq = n¶umero de clientes en la cola. P (Nq = 0) = P (N · s) =
sP

n=0
p0
Án

n!
. Lq = E(Nq) =

Ás+1

s ¢ s!(1¡ ½)2p0.

Nq 2 f0; 1; 2; ¢ ¢ ¢g. P (Nq = n) = P (N = n + s) = p0½n
ss

s!
; n > 0.

Tq = tiempo en la cola. No se ve la distribuci¶on. Wq = E(Tq) =
Lq
¸

=
Ás+1

¸s ¢ s!(1¡ ½)2 p0.

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) = Wq +
1
¹

=
Ás+1

¸s ¢ s!(1¡ ½)2 p0 +
1
¹

.



F¶ormulas para la cola M/M/S/K

² s es el n¶umero de servidores y K es el n¶umero total de clientes que pueden estar en el sistema.

² ¸n =
½
°; 0 · n < K
0; n ¸ K y ¹n =

½
n¹; 0 · n < s
s¹; s · n · K . Como es un sistema ¯nito, siempre es estable.

² La tasa global de llegadas es ¸ = °P (N < K) + 0P (N = K) = °(1¡ pK).

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema. pn =

8
><
>:

p0
Án

n!
; 0 · n · s¡ 1; Á =

°
¹

p0½n
ss

s!
; s · n · K; ½ =

°
s¹

. L = E(N ) = Lq + s¡
s¡1P
n=0

(s¡ n)pn.

N 2 f0; 1; ¢ ¢ ¢ ; Kg (½ 6= 1:)

p0 =

8
>><
>>:

·
s¡1P
n=0

Án

n!
+
ss

s!
½s

1¡ ½K¡s+1

1¡ ½

¸¡1

; si ½ 6= 1
·
s¡1P
n=0

Án

n!
+
ss

s!
(K ¡ s+ 1)

¸¡1

; si ½ = 1
.

Nq = n¶umero de clientes en la cola. P (Nq = 0) = P (N · s) = p0

sP
n=0

Án

n!
; Lq = E(Nq) =

Nq 2 f0; 1; ¢ ¢ ¢ ; K ¡ sg P (Nq = k) = P (N = s+ k) = pk+s; p0
Ás

s!
½

(1¡ ½)2

£
1¡ ½K¡s+1 ¡ (1¡ ½)(K ¡ s+ 1)½K¡s

¤
.

k = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; K ¡ s: (½ 6= 1:)

Tq = tiempo en la cola. No se ve la distribuci¶on. Wq = E(Tq) = W ¡ 1
¹

=
L

°(1¡ pK)
¡ 1
¹
; (½ 6= 1).

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) =
L

°(1¡ pK)
.



F¶ormulas para la cola M/M/S/S

² s = K es el n¶umero de servidores. En este sistema no existe cola y, por tanto, Tq ´ 0 y Nq ´ 0.

² ¸n =
½
°; 0 · n < s
0; n ¸ s y ¹n = n¹; 0 · n · s. Como es un sistema ¯nito, siempre es estable.

² La tasa global de llegadas es ¸ = °P (N < s) + 0P (N = s) = °(1¡ ps).

² La probabilidad de perder clientes es ps.

² Los resultados para esta cola son v¶alidos tambi¶en para la cola M=G=S=S, donde G es una distribuci¶on general de
servicio independiente de la de llegada.

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema. pn =

Án

n!
sP

n=0

Án

n!

; Á =
°
¹

. L = E(N) = s¡
s¡1P
n=0

(s¡ n)pn.

N 2 f0; 1; ¢ ¢ ¢ ; sg Primera f¶ormula de Erlang. (½ 6= 1)

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) =
L

°(1¡ pK)
.



F¶ormulas para la cola M/M/1

² Colas con servicio ilimitado, esto es, con in¯nitos servidores. No hay espera en la cola y, por tanto, Tq ´ 0 y
Nq ´ 0. .

² ¸n = ¸ y ¹n = n¹; 8n. El sistema siempre es estable.

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = tiempo en el sistema. pn = e¡½
½n

n!
; ½ =

¸
¹

. L = E(N) =
¸
¹

= ½.

N ,! P (½)

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) =
L
¸

=
1
¹

.



F¶ormulas para la cola M/M/S/K/N

² s es el n¶umero de servidores, K el n¶umero total de clientes que pueden estar en el sistema y N el tama~no de la
poblaci¶on de clientes que llegan al sistema. (No confundir esta N con la variable aleatoria N , n¶umero de clientes
en el sistema.)

² ¸n =
½

(N ¡ n)°; 0 · n < N
0; n ¸ N y ¹n =

½
n¹; 0 · n < s
s¹; n ¸ s . Como es un sistema ¯nito, siempre es estable.

² La tasa global de llegadas es ¸ =
PN

n=0(N ¡ n)°pn =
PN

n=0N°pn ¡
PN

n=0 n°pn = °N ¡ °L = °(N ¡ L).

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema (v.a.). pn =

8
><
>:

p0Án
¡N
n

¢
; 0 · n · s¡ 1; Á =

°
¹

p0
¡N
n

¢n!ss

s!
½n; s · n · N; ½ =

°
s¹

. L = E(N ) =
NP
n=0

npn =

N 2 f0; 1; ¢ ¢ ¢ ; Kg p0

·
s¡1P
n=0

nÁn
¡N
n

¢
+

NP
n=s

n
¡N
n

¢n!ss

s!
½n
¸

p0 =
·
s¡1P
n=0

Án
¡N
n

¢
+

NP
n=s

¡N
n

¢n!ss

s!
½n
¸¡1

:

Nq = n¶umero de clientes en la cola. P (Nq = 0) = P (N · s) = p0

sP
n=0

Án
¡N
n

¢
; Lq = E(Nq) = L¡ s+ p0

s¡1P
n=0

(s¡ n)Án
¡N
n

¢
.

Nq 2 f0; 1; ¢ ¢ ¢ ; K ¡ sg P (Nq = k) = P (N = s+ k) = pk+s;
k = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; K ¡ s:

Tq = tiempo en la cola. No se ve la distribuci¶on. Wq = E(Tq) =
Lq

°(N ¡ L)
.

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) =
L

°(N ¡ L)
.



F¶ormulas para la cola M/M/1/1/N

² N el tama~no de la poblaci¶on de clientes que llegan al sistema. (No confundir esta N con la variable aleatoria N ,
n¶umero de clientes en el sistema.)

² ¸n =
½

(N ¡ n)°; 0 · n < N
0; n ¸ N y ¹n = n¹; n = 0; 1; 2; ¢ ¢ ¢. Como es un sistema ¯nito, siempre es estable.

² La tasa global de llegadas es ¸ =
PN

n=0(N ¡ n)°pn =
PN

n=0N°pn ¡
PN

n=0 n°pn = °N ¡ °L = °(N ¡ L).

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema (v.a.). pn = p0Án
¡N
n

¢
; Á =

°
¹

. L = E(N) =
NÁ

1 + Á
.

N 2 f0; 1; ¢ ¢ ¢ ; Kg p0 =
1

(1 + Á)N
.

Nq = n¶umero de clientes en la cola ´ 0. Lq = E(Nq) = 0.

Tq = tiempo en la cola ´ 0. Wq = E(Tq) = 0.

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) =
L
¸

=
1
¹

.



F¶ormulas para colas con impaciencia M/M/1

² ¸n =
°

n+ 1
y ¹n = ¹; n = 0; 1; 2; ¢ ¢ ¢. ¸n incluye ahora una funci¶on decreciente que modeliza la impaciencia del

cliente ante una cola larga.

² El sistema es estable siempre a pesar de ser in¯nito.

² La tasa global de llegadas es ¸ =
PN

n=0
°

n+1pn =
PN

n=0
°

n+1
Án
n! e

¡Á = ¹(1¡ e¡Á).

PROCESO DISTRIBUCI¶ON DE LA VARIABLE PAR¶AMETROS DE RENDIMIENTO

N = n¶umero de clientes en el sistema (v.a.). pn =
Án

n!
e¡Á; n = 0; 1; ¢ ¢ ¢. L = E(N) = Á.

N ,! P (Á)

Nq = n¶umero de clientes en la cola. P (Nq = k) =
½
p0 + p1; k = 0
pk; k > 0 Lq = E(Nq) = ¸Wq = Á¡ (1¡ e¡Á).

P (Nq = k) = P (N = s+ k) = pk+s;

Tq = tiempo en la cola. No se ve la distribuci¶on. Wq = E(Tq) =
Á

¹(1¡ e¡Á)
¡ 1
¹

.

T = tiempo en el sistema. No se ve la distribuci¶on. W = E(T ) =
L
¸

=
Á

¹(1¡ e¡Á)
.


